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Wstep

Cel i zawartos¢ pracy

Celem ponizszej pracy jest sprawdzenie mozliwosci zastosowania
nowej metody estymacji najwiekszego wyktadnika Lapunowa (LLE) do
oceny jakosci regulacji w uktadach regulacji automatycznej. Praca
zawiera krotkie wprowadzenie do automatyki: opisana zostata struktura
typowego ukitadu regulacji z zamknietg petlg sprzezenia zwrotnego
oraz podstawowe typy regulatoréw. Podano takze podstawowe pojecia
dotyczgce ukfadow dynamicznych, w tym definicje wyktadnikow
Lapunowa. Przedstawiono stan wiedzy na temat stosowanych
sposobdéw badania jakosci regulacji oraz opisano istniejgce algorytmy
stosowane do obliczania LLE. W pracy przyjeto, ze analiza dotyczy¢
bedzie uktadu wahadta odwroconego, a wiec dla takiego uktadu zostaty
wyprowadzone réwnania ruchu, a nastepnie rownania stanu. Opisano
symulacje, jaka zostata przeprowadzona w celu poréwnania kryterium
jakosci regulacji opartego na LLE z typowymi kryteriami oceny jako$ci
regulacji. Przedstawiono i skomentowano otrzymane wyniki, a na

koniec opisano wynikajgce z nich wnioski.

Automatyka i uktady sterowania — podstawowe pojecia’

Automatyka jest dziatem nauki i techniki zajmujgcym sie sterowaniem
procesami bez udziatu cztowieka. Przez sterowanie nalezy rozumiec
celowe oddziatywanie na procesy réznego rodzaju (m. in. fizyczne,

techniczne, ekonomiczne, biologiczne).

Podstawowymi pojeciami automatyki sg: obiekt sterowania oraz

urzadzenie sterujgce. Pojecie obiektu sterowania moze obejmowaé

'[1]s. 21-36
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zarbwno zbiory elementéw podlegajgce sterowaniu, jak i procesy
zachodzgce w tych zbiorach. Typowymi przyktadami obiektéw
sterowania sg urzadzenia techniczne, w ktérych przebiegajg
podlegajgce sterowaniu procesy. Urzgdzenie sterujgce oznacza zespot
Srodkow realizujgcych sterowanie odpowiedne do obiektu sterowania.
Urzadzenie sterujgce wymusza pozgdany przebieg procesu

odbywajgcego sie w obiekcie sterowania.

Zespot ztozony z obiektu sterowania i urzgdzenia sterujgcego nazywa
sie uktadem sterowania. Sygnatem nazywa sie wielko$¢ wystepujacg w
uktadzie sterowania, bedgca funkcjg czasu, ktdra opisuje wtasciwosci i
zachowanie uktadu. Szczegdlnym przypadkiem sygnatu jest sygnat
wejsciowy — jest to sygnat doprowadzony celowo do ukfadu, ktory
narzuca wymagany przebieg sterowanego procesu. Kolejnym istotnym
sygnatem jest sygnat wyjsciowy - sygnat ktéry moze by¢ odczytany z
obiektu sterowania. Nastepnym waznym typem sygnatu jest sygnat
sterujgcy — za pomocg sygnatu sterujgcego urzgdzenie sterujgce

wptywa na obiekt sterowania.
Na rys. 1 przedstawiono schemat uktadu sterowania. Sygnatly
91(6), g2(8), ..., gp(t) to sygnaty wejsciowe, u,(t),u,(t),...,u,(t)to

sygnaty sterujgce, zas y, (t), y,(t), ..., ym (t)to sygnaty wyjsciowe.

gt(t) ut(t) yi(t)

B
a2(t) . 2(t . y2(t)
——  Urzadzenie w20 Obiekt
i sterujace sterowania i
gp(t) ur(t) ymi(t)
—]
5"1“) Y2(1) ““““““ ym(t) ‘
Sprzezenie
Zwrotne

Rys. 1 — Ogdlny schemat uktadu sterowania
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Sprzezenie zwrotne

Ukfady sterowania mozna zasadniczo podzieli¢ na dwie grupy: uktady
otwarte i ukfady zamkniete. W przypadku, gdy sygnaty sterujgce
uy (t), uy(t), ..., u,(t) zalezg od sygnatdw wyjsciowych obiektu
y1(t), y,(t), ..., v (t), mbébwi sie o zamknietym ukitadzie sterowania,
nazywanym takze uktadem automatycznej regulacji. W takim uktadzie
urzadzenie sterujgce nazywa sie regulatorem. Uktad z Rys. 1 jest
przyktadem ukfadu zamknietego, poniewaz sygnaty wyjsciowe obiektu
sterowania y,(t),y,(t),..,v,(t) sg doprowadzone do urzgdzenia
sterujgcego, przez co majg mozliwos¢ wptywania na sygnaty sterujgce.
Potgczenie przekazujgce sygnaty wyjsciowe obiektu sterowania do

urzgdzenia sterujgcego nazywamy sprzezeniem zwrotnym.

W przypadku, gdy sygnaty sterujgce u,(t),u,(t), ..., u,(t) nie zalezg od
sygnatow wyjsciowych obiektu y,(t),y,(t), ...,y (t), moéwi sie o
otwartym uktadzie sterowania. Rys. 1 przedstawiatby otwarty uktad
sterowania, gdyby przeciete zostaty potgczenia oznaczone jako

sprzezenie zwrotne.

W zamknietym uktadzie sterowania (uktadzie regulacji) sygnaty
wejsciowe g, (t), g.(t), ..., gp(t) to sygnaty zadajgce, ktdére reprezentujg
pozgdane zachowanie obiektu sterowania. W sytuacji gdy sygnat
zadajgcy reprezentuje pozgdany przebieg sygnatu wyjsciowego,
réznice pomiedzy sygnatem zadajgcym a odpowiednim sygnatem

wyjsciowym nazywa sie uchybem regulacji i oznacza sie:

e;(t) = gi(6) —yi(0),1<i<m

W przypadku gdy do ukfadu doprowadzony jest tylko jeden sygnat

zadajgcy oraz odczytywany jest tylko jeden sygnat wyjsciowy mozna
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poming¢ indeksy, poniewaz w takim uktadzie istnieje tylko jeden uchyb
regulaciji:

e(t) = g() —y(t)

Regulatory?

Regulator to urzgdzenie sterujgce w zamknietym uktadzie sterowania,

jego zadaniem jest minimalizacja uchybu regulacji w uktadzie.

W tym podrozdziale przedstawione sg typowe przyktady regulatoréw o
dziataniu ciggtym (takie, ktorych wejscia i wyjscia sg ciggtymi funkcjami
czasu). Cho¢ obecnie szeroko stosowane sg regulatory o dziataniu
dyskretnym (takie, ktorych wejscia lub wyjscia sg dyskretnymi funkcjami
czasu), to przy odpowiednio krétkim okresie prébkowania i odpowiednio

duzej rozdzielczosci sygnatdbw mozna je aproksymowac funkcjami

ciggtymi.

Do podstawowych typdw regulatoréw liniowych o dziataniu ciggtym

nalezg:

a) Regulator proporcjonalny (P)
W regulatorze proporcjonalnym sygnat wyjsciowy regulatora (sygnat
sterujgcy) jest wprost proporcjonalny do sygnatu wejsciowego
regulatora (uchybu regulaciji):

u(t) = kp xe(t)

Statg kp nazywa sie wspotczynnikiem wzmocnienia.

%[2] s. 100-106
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b)

Regulator proporcjonalny stosowany jest w uktadach regulacji
statycznej (a wiec w ogolnym przypadku nie jest on w stanie
sprowadzi¢ skladowej statej uchybu regulacji do zera). Stosuje sie
go w prostych uktadach regulacji. Moze stanowi¢ regulator

pomocniczy.
Regulator proporcjonalno — catkujgcy (PI)

W regulatorze proporcjonalno-catkujgcym sygnat  wyjsciowy
regulatora (sygnat sterujgcy) jest proporcjonalny do sumy dwoch
sktadowych — uchybu regulacji oraz catki z uchybu regulacji po

czasie pomnozonej przez odpowiedni wspétczynnik:

1 t
u(t) = kp = Ie(t) +Fjo e(t)dt| + u(0)

I

Wspotczynnik T; nazywa sie czasem zdwojenia.

Regulator proporcjonalno — catkujgcy stosowany jest w uktadach
regulacji astatycznej, a wiec regulator ten jest w stanie sprowadzic¢
sktadowg ustalong uchybu regulacji do zera. Zapewnia dobrg jako$¢
requlacji  przy  powolnych  zakioceniach, o  niewielkich

czestotliwosciach.

Regulator proporcjonalno-rézniczkujgcy (PD)

W regulatorze proporcjonalno-rozniczkujgcym sygnat wyjsciowy
regulatora (sygnat sterujgcy) jest proporcjonalny do sumy dwdch

skladowych — uchybu regulacji oraz pochodnej z uchybu regulacji

po czasie pomnozonej przez odpowiedni wspotczynnik:

str. 7



d)

de(t)

Wspotczynnik T, nazywa sie czasem wyprzedzania.

Regulator proporcjonalno-rézniczkujgcy stosowany jest w uktadach
regulacji statycznej (a wiec w ogélnym przypadku nie jest on w
stanie sprowadzi¢ skfadowej statej uchybu regulacji do zera).
Regulator ten dziata poprawnie w szerszym zakresie czestotliwosci
zaktocen niz regulator Pl, czion rdézniczkujgcy zapewnia szybkag

reakcje na nagtg zmiane zaktocenia.

Regulator proporcjonalno-catkujgco-rézniczkujgcy (PID)

W regulatorze proporcjonalno-catkujgco-rézniczkujgcym sygnat
wyjsciowy regulatora (sygnat sterujgcy) jest proporcjonalny do sumy
trzech sktadowych — uchybu regulacji, catki z uchybu regulacji po
czasie pomnozonej przez odpowiedni wspoétczynnik oraz pochodnej
z uchybu regulacji po czasie pomnozonej przez odpowiedni

wspotczynnik:

de(t)
dt

1 t
u(t) = kp = le(t) + —f e(t)dt + Tp + u(0)
T1 Jo

I

Regulator proporcjonalno-catkujgco-rézniczkujgcy stosowany jest w
uktadach regulacji astatycznej, a wiec regulator ten jest w stanie
sprowadzi¢ skftadowg ustalong uchybu regulacji do zera. tgczy on
zalety regulatoréw Pl oraz PD. Stosuje sie go do obiektéw

poddanych zakitéceniom o duzych i gwattownych zmianach.
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Dynamika

Dynamika jest dziedzing nauki, ktora opisuje uktady zmienne w czasie.
Jesli rozpatrywany uktad zatrzymuje sie w potozeniu rownowagi,
powtarza swoje zachowanie cyklicznie, Ilub wykonuje bardziej
skomplikowane dziatania w czasie, do jego analizy konieczna jest
dynamika. Zachowania dynamiczne mozna spotka¢ w réznych
dziedzinach  nauki: mechanice  klasycznej, fizyce, biologi,
biomatematyce, kinetyce chemicznej i wielu innych. Z perspektywy
dynamiki wszystkie te zjawiska mogg by¢ ujete we wspdlnych ramach,

za pomocg uktadéw dynamicznych.?

Dynamika jest Scisle powigzana z automatykg, poniewaz praktycznie
kazdy uktad automatycznej regulacji moze zosta¢ opisany jako uktad

dynamiczny (autonomiczny lub nieautonomiczny).

Uktady dynamiczne® w konteks$cie automatyki

Autonomiczny uktad dynamiczny czasu ciggtego n-tego rzedu jest

definiowany za pomoca réwnania stanu:

x=fx), x(t)) =x

gdzie x oznacza pochodng wektora stanu po czasie, x(t) € R" jest
wektorem stanu uktadu, zas$ funkcja f: R™ - R™ nazywana jest polem
wektorowym. Poniewaz pole wektorowe f uktadu autonomicznego nie
jest zalezne od czasu, jako czas poczgtkowy mozna zawsze przyjgc

t0=0.

*[3]s.2
“[4]s.1-3
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Rozwigzanie powyzszego rownania zapisuje sie czesto jako ¢.(x),
aby w sposob jawny pokazaé zaleznos¢ rozwigzania od warunkow
poczatkowych. Zalezna od jednego parametru t rodzina odwzorowan

¢:: R™ - R™, spetniajgca zaleznosci:

¢t1+t2 = ¢t1°¢t2
$Po(x) =x

nazywana jest potokiem fazowym.

Zbior  punktow  {¢;(x,): —o0 <t <o} nazywany jest trajektorig

przechodzgcg przez punkt x,.

Za pomocg autonomicznych ukfadéw dynamicznych czasu ciggtego
mozna opisywa¢ uktady automatyki, w ktérych zaréwno obiekt
sterowania, jak i regulator sg niezmienne w czasie, za$ dziatanie
regulatora zalezy tylko od stanu obiektu sterowania (wtedy sygnat
wyjsciowy regulatora staje sie po prostu kolejng zmienng stanu uktadu).
Warunki te spetnia wiele uktadow z zamknietg petla sprzezenia
zwrotnego (np. opisywane w tej pracy wahadio odwrdécone, ale takze
np. termostaty — przy zatozeniu, ze wartos¢ zadana w uktadzie jest

stata).

Nieautonomiczny uktad dynamiczny czasu ciggtego n-tego rzedu

definiowany jest za pomoca réwnania stanu:

X = f(x; t), X(to) = Xo

Poniewaz w przypadku ukfadu nieautonomicznego pole wektorowe

zalezy od czasu, w ogolnym wypadku nie mozna przyjmowac, ze czas
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poczatkowy t, =0 (w przeciwiehstwie do ukfadu autonomicznego).

Rozwigzanie tego rownania zapisuje sie wiec jako ¢, (xo, to)-

Nieautonomiczny uktad dynamiczny jest liniowy jesli pole wektorowe

f(x,t) jest liniowe wzgledem x.

Jedli istnieje T > 0 takie, ze f(x,t) = f(x,t + T) dla dowolnych x oraz t,
to ukfad jest okresowy z okresem T. Najmniejszy mozliwy okres T

nazywany jest okresem podstawowym.

Za pomocg nieautonomicznych uktadéw dynamicznych mozna opisac
uktady automatyki, w ktorych obiekt regulacji zmienia sie w czasie lub

sterowanie jest funkcjg czasu. Przyktadami takich uktadow s3:

- Uktady z otwartg petlg sprzezenia zwrotnego, w ktorych sterowanie
nie zalezy od stanu obiektu regulacji, jak w przypadku sterowania

silnikiem krokowym

- Uktady, w ktérych wartos¢ zadana zmienia sie w czasie, na przykfad
serwonaped w obrabiarce sterowanej numerycznie (ze zmieniajgca sie

zadang predkoscig obrotowq)

Jesli sterowanie lub warto$¢ zadana w uktadzie jest okresowg funkcjg
czasu, a obiekt regulacji nie zmienia sie w czasie (lub jesli zmiany te sg
okresowe), to ukfad regulacji mozna opisa¢ za pomocg okresowego
uktadu dynamicznego. Przyktadem takiego uktadu moze by¢ uktad
ogrzewania lub oswietlenia, w ktorym wartoS¢ zadana zmienia sie w
cyklu dobowym (jest funkcjg okresowg o okresie podstawowym
T = 24h).
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Kazdy okresowy nieautonomiczny uktfad dynamiczny n-tego rzedu o
okresie T moze byC¢ przedstawiony jako uktad autonomiczny rzedu

(n+1) przez dodanie do wektora stanu dodatkowej zmiennej stanu
6=2”t/T. Po tak opisanym przeksztatceniu, uktad autonomiczny

opisany jest réwnaniami:

1= f(x, HT/ZT[), x(to) = %o

0= 27T/T, 0(ty) = 2mty /T

Poniewaz funkcja f jest okresowa o okresie T, powyzszy ukfad réwnan
jest okresowy wzgledem zmiennej 6 z okresem 2m. Stad, ptaszczyzny
6 = 0 oraz 8 = 2m mogq zosta¢ uznane za identyczne, zas przestrzen
fazowa uktadu moze byC przeksztatcona z przestrzeni euklidesowe;j
R™1! do przestrzeni cylindrycznej R"xS!, gdzie zbiér S' =< 0,2m >

opisuje okrag.
Rozwigzaniem powyzszego uktadu réwnan jest:

x@®)] [ Pe(xoto)
[H(t)] B Z”t/T mod 21

Funkcja modulo ogranicza wartos¢ zmiennej 6 do 0 < 6(t) < 2m.
Dzieki opisanemu przeksztatceniu, teoria uktadow autonomicznych

moze zosta¢ zastosowana do okresowych uktadéw nieautonomicznych.

W  podobny sposdb mozna przeksztatcic dowolny  ukfad
nieautonomiczny rzedu n w ukfad autonomiczny rzedu n+1, nawet jesli
uktad nieautonomiczny nie jest okresowy. W takim wypadku jednak

wektor stanu x(t) staje sie nieograniczony.
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Wyktadniki Lapunowa®

Wyktadniki Lapunowa to wskazniki okreslajgce wrazliwos¢ ukfadu na
zaburzenia warunkéw poczagtkowych. Definicja wykfadnikéw Lapunowa

dla uktadu dynamicznego n-tego rzedu jest nastepujgca:

Niech wektor x(0) = x, stanowi wektor warunkéw poczatkowych
pewnego ukfadu dynamicznego n-tego rzedu. Rozwazmy
przeksztatcenia infinitezymalnej sfery zaburzonych  warunkow
poczatkowych o srodku w punkcie x, i promieniu 6. Z czasem sfera
zostanie przeksztatcona w infinitezymalng elipsoide. Niech §,(t),k =
1,...,n, oznacza dtugosé k-tej osi elipsoidy. Wtedy &8, (t) = §(0) * e,

gdzie A, jest k-tym wyktadnikiem Lapunowa.
llustracja do powyzszej definicji (dla n = 2) znajduje sie ponizej (Rys.

2). Na rysunku mozna zauwazy¢, ze dla t > 0 mamy 6,(t) < §,(0) oraz

§,(t) > §,(0). W tym wypadku mamy wiec 1; < 0 oraz 1, > 0.

t=0:

t=0:

B1(t)

52(t)

Rys. 2. llustracja definicji wyktadnikéw Lapunowa

®[3] s. 320 - 322
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Mozna wyobrazi¢ sobie, ze zaburzenie osigga najwieksza warto$¢ w
kierunku osi elipsoidy odpowiadajgcej najwiekszemu wykfadnikowi
Lapunowa (LLE), poniewaz stosunek wielkosci zaburzenia w tym
kierunku do normy z zaburzenia w jakimkolwiek kierunku ortogonalnym
rosnie wyktadniczo w czasie. Wynika z tego, iz jesli choC jeden
(najwiekszy) wyktadnik Lapunowa jest dodatni, to zaburzenie warunkow
poczatkowych rosnie (co do normy) wykiadniczo w czasie. Z drugiej
strony, jesli najwiekszy wyktadnik Lapunowa (LLE) jest ujemny, to

gwarantowany jest wyktadniczy spadek wielkosci zaburzenia.

Ze wzgledu na fakt, ze na zachowanie uktadu dynamicznego kluczowy
wptyw ma najwiekszy wyktadnik Lapunowa, przyjmijmy nastepujgce

uproszczenie:

Niech x(t,) stanowi wektor warunkéw poczatkowych pewnego uktadu
dynamicznego, zas$ x(t,) + 6x(t,) stanowi zaburzony wektor
warunkow poczatkowych, gdzie §x(ty) jest infinitezymalnym wektorem

zaburzenia. Wtedy:
18x(OI = [18x(to)ll * e*

gdzie A jest najwiekszym wyktadnikiem Lapunowa (LLE).

Ze wzgledu na fakt, ze zaburzenia w kierunkach ortogonalnych do
kierunku LLE malejg wyktadniczo wzgledem zaburzenia w kierunku
LLE, mozna przyjg¢, ze dla odpowiednio duzego czasu t sktadowe
wektora zaburzenia w kierunkach ortogonalnych do kierunku LLE stajg
sie pomijalnie mate, a wiec kierunek wektora zaburzenia zbiega sie z

kierunkiem odpowiadajgcym LLE.

Z powyzszej zaleznosci wynikajg nastepujgce wnioski:
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- Dodatnia warto$¢ LLE oznacza, ze dowolne zaburzenie w uktadzie
jest wyktadniczo wzmacniane w czasie, oznacza to niestabilnosc
uktadu. Dodatni wyktadnik Lapunowa charakteryzuje zachowanie

chaotyczne®

- Ujemna wartos¢ LLE oznacza, ze dowolne zaburzenie w ukfadzie jest

wyktadniczo ttumione w czasie. Oznacza to stabilnos¢ uktadu.

Zachowanie trajektorii o infinitezymalnie bliskich warunkach
poczatkowych, dla przypadkéw A > 0 oraz A < 0, zaprezentowano na
Rys. 3.

A>0:

X(t0)

3(t)

X(t0)+ (t0)

A<O:

X(t0)

3(t)

X(t0)+ 5(t0)

Rys. 3. Zachowanie trajektorii o infinitezymalnie bliskich warunkach

poczgtkowych w zaleznosci od znaku LLE

®[3] s. 367
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Poniewaz ponizsza praca dotyczy uktadow automatycznej regulaciji, nie
bedg tutaj zgtebiane (skadingd niezwykle ciekawe) przypadki, gdy
LLE > 0, a ukifad staje sie niestabilny lub chaotyczny - takie
zachowania w ukfadach automatyki sg absolutnie niedopuszczalne. W
tej pracy uwaga skupiona bedzie na tym jak doprowadzi¢ LLE do jak
najmniejszej, koniecznie ujemnej, wartosci oraz jakie korzysci zapewnia

minimalizacja LLE.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze najczesciej norma zaburzenia nie zmienia
sie dokfadnie zgodnie z funkcjg wykfadniczg e**. LLE nie opisuje
precyzyjnie stosunku norm zaburzen w dowolnych chwilach
czasowych, a jedynie trend szybkosci zmian. W konsekwencji tego
faktu, LLE nie powinien by¢ wyznaczany jedynie na podstawie jednej
czy kilku wartosci normy zaburzenia — zamiast tego, nalezy stosowac

dtugookresowe obserwacje wartosci wyktadnika oraz usrednianie’.

"[3]s. 321
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Stan wiedzy

Metody oceny jakosci regulacji

Istnieje wiele metod oceny jakosci regulacji na podstawie sygnatéw
generowanych przez ukfad regulacji. Przede wszystkim nalezy
wymieni¢ kilka klasyczne wskazniki jakosci regulacji obliczane na

podstawie przebiegu sygnatu uchybu (s3 to wskazniki bezposrednie)®.

Przy zatozeniu, ze sygnat wartosci zadanej g(t) lub sygnat zaktécenia
oddziatujgcego na obiekt majg posta¢ wymuszenia skokowego (a wiec
wartos¢ 0 dlat < 0 oraz 1 dlat > 0), uchyb regulacji mozna przedstawic

jako sume:
e(t) = e, t+e,(t)

gdzie: e, = lim,_, e(t) — sktadowa ustalona uchybu, e, (t) — sktadowa

przejsciowa uchybu.
Typowe bezposrednie wskazniki regulaciji wymieniono ponizej:

a) Wartosc¢ ustalona uchybu (uchyb statyczny)
ey = tlim e(t)

b) Maksymalna warto$¢ uchybu przejsciowego
e; = max le, ()]

c) Przeregulowanie
€2

X:el

gdzie e, — maksymalna wartos¢ uchybu o znaku przeciwnym do

€1

®12] s. 91-93
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d) Czas regulacji z dopuszczalng wartoscig uchybu Ae:

t, = max({t;}
{

gdzie: |e, (t;)| = Ae

e) Catka z wartosci bezwzglednej uchybu (IAE)
IAE = foo|ep(t)| dt
0
f) Catka uchybu kwadratowego (ISE)
ISE = fooepz(t) dt
0

g) Catka z iloczynu czasu i wartosci bezwzglednej (ITAE)

ITAE=f tle,(t)|dt
0

Oprocz typowych kryteribw, do oceny jakosci regulacji szeroko
stosowana jest wariancja (lub — rownowaznie - odchylenie
standardowe). Regulacja z minimalizacjg wariancji okreslana jest jako
MV — ,minimum variance”. Wskaznik jakosci regulacji oparty na
wariancji nazywany jest tez indeksem Harrisa, od nazwiska naukowca,
ktdry jako pierwszy uzyt tej metody oceny jakosci regulac;i'®

W pdzniejszych pracach zastosowanie indeksu Harrisa rozszerzono na
uktady regulacji o wielu wejsciach i wielu wyj$ciach™*.

Alternatywg dla techniki MV jest zastosowanie regulatora liniowo-
kwadratowego Gaussa (,linear quadratic Gaussian” — LQG). Ten typ
regulacji jest jednym z podstawowych zagadnien z zakresu teorii
sterowania optymalnego®?>. W teorii sterowania optymalnego role
wskaznika jakosci regulacji petni catka z funkcji kosztu. Funkcja ta

zalezna jest od wektora stanu oraz wektora sterowania. Dobor

°16, 7]

1]
8, 9]

12 [10]
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regulatora przeprowadza sie tak, aby wartos¢ wskaznika kosztow byta
jak najmniejsza®®.

W przypadku stosowania LQG zaktada sie, ze uktad zaktécany jest
szumem biatym, za$ funkcjg kosztéw jest funkcja kwadratowa™.

Istniejg takze techniki stosowane wtedy, gdy dany jest konkretny ukfad
regulacji, zas dostosowaniu podlegajg jedynie jego parametry. W
szczegolnosci interesujgce sg prace dotyczgce oceny jakosci regulacji
w ukladach z bardzo popularnymi regulatorami PID*®. Zbadano na
przyktad, jakg najmniejszg wartoS¢ wariancji mozna osigagng¢ przy

zastosowaniu regulatora o strukturze PID*®.

Metody estymacji wykladnikéw Lapunowa

Celem ponizszej pracy jest sprawdzenie mozliwosci zastosowania
najwiekszego wyktadnika Lapunowa jako kryterium jakosci regulacji. W
tej pracy =zatozonym kryterium jakosci regulacji jest estymacja
najwiekszego wyktadnika Lapunowa na podstawie iloczynu skalarnego
wektora zaburzenia oraz jego pochodnej*’. Wyktadniki Lapunowa s3
odpowiednim narzedziem do oceny jakosci regulacji, gdyz okreslajg
one zbieznos¢ Ilub rozbieznos¢ trajektorii uktadu dynamicznego
rozpoczynajgcych sie w bliskich sobie punktach. Istnienie takich liczb
zostato udowodnione®®. Istnieje wiele metod obliczania wyktadnikéw
Lapunowa, ktore rdznig sie obszarami zastosowan oraz szybkoscig
dziatania.®

Obliczanie wszystkich wyktadnikbw Lapunowa danego systemu jest
ktopotliwe. Co wiecej, z punktu widzenia uktadow sterowania tylko

najwiekszy wyktadnik Lapunowa (LLE - ,Largest Lapunov Exponent”)

13 [11]
14 [11]
°112,13]
16 [12]
17 [14]
18 [15]

914,16,17,18]
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ma znaczenie. Wynika to z faktu, ze ujemna warto$¢ najwiekszego
wyktadnik Lapunowa implikuje zbiezno$¢ trajektorii fazowych, a wiec
takze stabilnos¢ uktadu. Co wiecej, im mniejsza jest wartos¢ LLE, tym
szybciej zblizajg sie do siebie trajektorie fazowe, a wiec tym lepsza jest
jakos¢ regulacji. Istniejg metody, ktére pozwalajg na obliczanie
wytgcznie najwiekszego wyktadnika Lapunowa (LLE), dziatajg one

znacznie szybciej niz te obliczajace réwniez kolejne wyktadniki®.

W tym rozdziale opisane zostang dwie typowe metody obliczania
najwiekszego wyktadnika Lapunowa: pierwsza — bezposrednia, oparta
0 wyznaczanie wartosci wtasnych iloczynu macierzy Jakobiego, druga -
oparta na obserwacji zmian wektora zaburzenia w czasie.
W rozdziale 3 (Metodyka badan) przedstawiona zostanie modyfikacja
metody opartej na obserwacji wektora zaburzenia w czasie, ktora

Znaczgco upraszcza obliczenia.

Metody przedstawione w tym rozdziale, $cisle rzecz biorgc, dotyczg
uktaddéw dyskretnych. Nie jest to jednak btedem uzycie ich w badaniach
uktadéw ciggtych, gdyz obliczenia numeryczne wymuszajg

dyskretyzacje uktadu.

Metoda bezposrednia®

Niech ewolucja infinitezymalnego zaburzenia w ukfadzie dynamicznym

opisana bedzie réwnaniem:

SxM = ng(x(n—l)) * 6x=D n e N,

20 [14], [19-25]
2L [4], . 73-74
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gdzie §x("~1 — wektor zaburzenia po kroku (n-1), @;(xV) — macierz
Jakobiego uktadu w punkcie x| za§ §x™ jest wektorem zaburzenia
w kroku (n) — po czasie T od kroku (n-1). Zmiane zaburzenia od
warunkéw poczatkowych do kroku (n), czyli od czasu t=0 do czasu

t=n*T, opisuje wtedy macierz:

n—1
0r(x®) = [ [9r(x)
i=0

Dla odpowiednio duzej liczby krokéw (n) wartos¢ LLE mozna obliczy¢ z

zalezno$ci:
1= — s« Injm(nT)
= —x%
T n |m(nT)]|
gdzie m(nT) - najwieksza warto$¢ wiasna macierzy @, (x(©).

Niestety, macierz ta najczesciej jest Zle uwarunkowana, co powoduje
problemy obliczeniowe. Intuicja podpowiadataby wiec obliczanie
wartosci wiasnych poszczegélnych macierzy @;(x®),0 < i < n, jednak
na podstawie wartosci wiasnych macierzy @;(x®¥) nie da sie
wyznaczy¢ wartosci whasnych ich iloczynu @,;(x(®). Dlatego tez w

praktyce stosuje sie inne metody, przede wszystkim oparte o

obserwacje ewolucji wektora zaburzenia.

Metoda oparta o obserwacje ewolucji wektora zaburzenia

Metoda ta oparta jest o nastepujgcg obserwacje: zgodnie z definicjg
wyktadnika Lapunowa (p. 1.7) zaburzenie w kierunku odpowiadajgcym
k-temu wyktadnikowi Lapunowa zmienia swojg wartoS¢ w przyblizeniu
zgodnie z: &,(t) ~6(0) * e*t. Oznacza to, ze stosunek wartoSci
zaburzenia w kierunku odpowiadajgcemu najwiekszemu wyktadnikowi
Lapunowa do zaburzenia w jakimkolwiek kierunku ortogonalnym rosnie

wyktadniczo w czasie. Wynika z tego, ze zaburzenie w dowolnym

str. 21



kierunku, ktory nie jest ortogonalny do kierunku LLE, zbiega sie z

czasem z kierunkiem LLE i ewoluuje w przyblizeniu zgodnie z:

I8N~ * e

Jesli wiec, podobnie jak w poprzednim podpunkcie, infinitezymalne

zaburzenie ewoluuje zgodnie z rownaniem:
5x™ = @p(x™ V) x 5x™D n e N,

oraz warto$¢ zaburzenia 6x™ D jest znormalizowana, to warto$é

najwiekszego wyktadnika Lapunowa moze zostac obliczona zgodnie z:

k
1 )
A= T * Zl ln||6x(‘)||
i=

dla odpowiednio duzej wartosci (k).
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Metodyka badan

Modelowanie wahadta odwréconego?®

W celu sprawdzenia mozliwosci zastosowania najmniejszego
wyktadnika Lapunowa jako wskaznika jakosci regulacji w uktadzie
automatycznej regulacji, napisano program w jezyku C#, ktory symuluje
dziatanie wahadta odwrotnego =z regulatorem PID. Schemat
symulowanego ukfadu regulacji zaprezentowany jest na Rys. 4, za$
schemat wahadta odwrotnego bedgcego obiektem regulacji

zaprezentowany jest na Rys. 5.

” e(t) Regsll[a)tor © Silnik L Wahadto

Rys. 4. Schemat uktadu regulacji

/fm, Ic

Rys. 5. Schemat wahadfa odwrotnego — obiektu regulacji

22 [26]
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Pret o masie m, dlugosci zredukowanej [ i momencie bezwladnosci
wzgledem srodka masy C rownym I jest tozyskowany w punkcie P na
ruchomym wozku i ma mozliwos¢ swobodnego obrotu wzgledem

punktu P.

Wobzek moze porusza¢ sie wzdtuz osi x i jest napedzany silnikiem
elektrycznym pradu statego z magnesem statym. Zaktada sie, ze wptyw
sit bezwtadnosci od preta na wozek jest pomijalny. Zadaniem uktadu
jest takie sterowanie predkoscia wozka, aby dzieki dziataniu sit

bezwtadnosci pret stabilizowat sie w pozycji pionowe.

Sygnatem wyjsciowym obiektu regulacji jest kat wychylenia preta
wahadla od pionu y(t) = 6(t). Wartos¢ zadana w tym uktadzie
odpowiada pozycji pionowej preta, a wiec wartosci g(t) = 0. Uchyb
regulacji jest wiec rowny e(t) = —6(t). Uchyb ten stanowi sygnat
wejsciowy regulatora PID. Regulator PID generuje sygnat napiecia
przytozonego do silnika?®, ktéry napedza woézek wahadta. Zmiany

predkosci wézka powodujg oddziatywanie na pret sit bezwtadno$ci.

Dynamika preta wahadta
Na pret wahadta dziatajg trzy momenty sit (wzgledem punktu P, w

ktérym pret wahadta jest tozyskowany). Zgodnie z Il zasadg dynamiki
Newtona, réwnanie ruchu preta wahadta bedzie wiec nastepujgce:
d?e d?x deo

(. + ml?) * i mgl *sin(8) — m e [ *cos(8) — b * o

. . . . . d?x . . ,
gdzie g — przyspieszenie ziemskie, —7 — Przyspieszenie wozka
wahadta, b — wspotczynnik ttumienia. Po prostym przeksztatceniu

otrzymuje sie:

% Dla zgodnosci znakéw zatozono, ze ujemne napiecie na silniku powoduje ruch wézka zgodny ze
zwrotem osi ,x”
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d*x de
a2 [ xcos(0) — b *x—

dt
dtz IC + ml?

d2g mglxsin(f) —m

Roéwnanie to po transformacji do przestrzeni stanu przyjmuje postac:

6
d .
E [g] = |mgl * sin(@) — mil x cos(6) — b = 0
IC + mlz

Model silnika
Silnik napedzajgcy wahadto jest elementem astatycznym. Element taki,

zapisany w postaci operatorowej, mozna przedstawic za pomocag

nastepujacego modelu zastepczego®*:

k * e—STO
Gs(s) = = -
Transmitancja ta stanowi iloraz:
X(s)
Gs(s) U6

gdzie X(s) to transformata Laplace’a sygnatu wyjsciowego silnika
(odpowiadajgcemu wspétrzednej poziomej punktu P wozka x(t)), zas
U(s) to transformata Laplace’a sygnatu wejsciowego silnika (napiecia
przytozonego na silnik). Przy zerowych warunkach poczgtkowych
pozycja wozka jest wiec splotem odwrotnej transformaty Laplace’a

transmitancji silnika oraz sygnatu napiecia podanego na silnik:

t

x(8) = go(8) * u(t) = f 9@t - Dde

0

gdzie g,(t) — odwrotna transformata Laplace’a transmitancji silnika,

u(t) — sygnat napiecia przytozonego na silnik.

2], s. 108
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W przypadku analizowanego obiektu regulacji, zgodnie z réwnaniem
ruchu wahadta, nie jest jednak istotna wartos¢ x(t). Wystarczajgca jest
znajomos¢ pochodnych tego sygnatu. Korzystajgc z twierdzenia o
przesunieciu rzeczywistym i tablicy transformat Laplace’a® mozna

znalez¢ funkcje g4(t):

0:0) = LG} = L2 v ) < kw100 - Ty)

Predko$¢ wodzka x(t) mozna obliczyé rézniczkujgc zaleznos¢ x(t).
Korzystajgc z odwrotnej transformaty Laplace’a transmitancji silnika

gs(t) otrzymuje sie:

t t
x(t) = %fo gs(u(t —t)dr = %L ks * 1(t — Ty)u(t — 1)dt

Z definicji funkcji jednostkowej?® wynika, ze 1(z—T,) = 0 dla 7 < T,

mozna wiec zmieni¢ granice catkowania:
d t d t
' = — 1(z =T, - = — -
x(t) dtfo ks * 1(t — To)u(t — t)dt 7 fTOkS *u(t —1)dt

Stosujgc podstawienie: w = t — 7, dw = —dt otrzymuje sie:

0

. d d t—To
x(t) = T t—TokS xu(w) * (—dw) = ksaj; u(w)dw

Na koniec, z definicji funkcji pochodnej, przy dt — 0:

((t) = kg * ki J o W)dw = k, * T uw)dw — [ uw)dw
X(t) =ksx— ) u(w)dw = kg T
t+dt—T,
ft—To "u(w)dw k u(t —To) * dt
= * = * —m—m
s dt s dt
= kg xu(t —Tp)

2] s. 25-26
% 2]s. 28
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Oznacza to, ze w dowolnej chwili czasowej t, predko$¢ silnika
opisanego zatozong transmitancjg jest iloczynem jego wzmocnienia kg

oraz warto$cig sygnatu napiecia na jego wejsciu w chwili t — T,,.

Podczas implementacji programu zatozono, ze predko$¢ i
przyspieszenie wozka sg ograniczone, zas potozenie wobzka x(t) nie

jest ograniczone.

Regulator
W symulowanym uktadzie zastosowano regulator PID, opisany w

punkcie 1.4, podpunkt d). Celem symulacji byto dostrojenie parametrow

k,, T;, T, (sg one statymi w czasie parametrami uktadu). Od

p)
prawidtowego doboru tych wspétczynnikdw (nastaw regulatora) zalezy

prawidtowe dziatanie uktadu oraz jakosc¢ regulacji.
Wz6r opisujgcy regulator PID (p. 1.4):

de(t)
dt

u(t) = kp * le(t) + if e(t)dt + Tp + u(0)
Tr Jo

I

nie jest praktyczny w symulacji uktadu. Po pierwsze, wzér ten opisuje
regulator ciggty, podczas gdy w symulacji numerycznej wszystkie
sygnaty stajg sie sygnatami dyskretnymi. Po drugie, w tym wzorze nie
wzieto pod uwage ograniczen wartosci sygnatu wyjsciowego
regulatora, ktére wystepujg w kazdym fizycznym uktadzie regulacji, ze

wzgledu na skonczong moc urzgdzen.

Aby regulator PID mogt byé uzyty w dyskretnych uktadach regulacji
nalezy przeprowadzi¢ dyskretyzacje powyzszego wzoru, a nastepnie
uwzgledni¢ w modelu regulatora uktad anty-windup, ktory uniemozliwi
wzrost obliczonej wartosci sygnatu wyjsciowego powyzej fizycznych

mozliwosci regulatora®’.

?"[2], s. 148-150
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Zastepujgc sygnaty ciggte sygnaty dyskretnymi dla chwil t = kT

otrzymuje sie:
() |e=rr = ulk)

e(t)|¢=kr = e(k)

k

.[:e(‘r)dﬂ ~ Z e(i)«T

t=kT i=0

de(t) _ e(k)—e(k—1)
Cdt R T

Podstawiajgc powyzsze zaleznosci do rownania regulatora PID

otrzymuje sie:

T~ T
w(k) = kp * e(k)+Ezoe(l)+7[e(k)—e(k—1)] +u(0)

Dyskretny regulator PID moze dziata¢ w strukturze szeregowej lub
réwnolegtej. W przypadku struktury réwnolegtej czion sumujacy dziata
niezaleznie od cztondéw proporcjonalnego i rozniczkowego, zas$ w
przypadku struktury szeregowej dziatanie wszystkich cziondw
regulatora ma miejsce w tym samym torze sygnatowym. W opisanej
symulacji wykorzystana zostata struktura szeregowa. Schemat
regulatora PID o strukturze szeregowej przedstawiono na rys. 6. Na
rysunku zapis z~! oznacza opdznienie sygnatu o jeden krok (zapisane

za pomocg transformaty Z).
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Rys. 6. Schemat dyskretnego regulatora PID o strukturze szeregowej

Do opisu struktury szeregowej regulatora PID stosuje sie podstawienie:

k-1

T
Stk—1) = kpﬁz e(i)

=0

Wtedy:
T
Sk)=S(k—1)+ kPFe(k)
I
Réwnanie regulatora sprowadza sie wiec do:
Tp
u(k) = kp + |e(k) + ?[e(k) —e(k — D]+ S(k)

Aby regulator dziatat poprawnie, nalezy uwzgledni¢ w jego strukturze
uktad anty-windup, ktéry ograniczy warto$¢ obliczonego sygnatu
wyjsciowego regulatora do poziomu, ktory jest fizycznie mozliwy do
osiggniecia przez dany regulator. Nadmierny wzrost obliczonego
sygnatu wyjsciowego moze by¢ spowodowany przede wszystkim przez
zbyt duzg wartos¢ czionu sumujgcego S(k). Algorytm regulatora

dziatania regulatora z uktadem anty-windup jest nastepujgacy?®:

1) S(k) « S(k—1) + kalle(k)

%8 12], s. 149
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x « |e(k) + ’I;,—D[e(k) —e(k—-1)]

u(k) « x + S(k)
2) Jesli u(k) > Upgxr 10 S(k) < Upax — X, u(k) < Upax
3) Jesli u(k) < Upin, 10 S(k) « Upin — x,u(k) < Upin
4) e(k—1) «e(k), S(k—1) « S(k)
5) Odczyt biezgcej wartosci uchybu e(k), powrot do kroku 1

Uproszczona metoda estymacji najwiekszego wyktadnika Lapunowa®

W ponizszej pracy do obliczania wartosci najwiekszego wyktadnika
Lapunowa uzyto metody opartej na obserwacji ewolucji
infinitezymalnego wektora zaburzenia. Wyktadnik oblicza sie na
podstawie iloczynu skalarnego zaburzenia i jego pochodnej. Jest to
metoda opracowana stosunkowo niedawno, jej zaletami sg przede
wszystkim prostota i szybkos¢ obliczen. Dziatanie metody opisane jest

ponizej.

Zaktada sie, ze uktad dynamiczny opisany jest rbwnaniem:

x=fx), x(t)) =x

(jak w p. 1.6). Podstawg metody jest analiza ewolucji wektora

zaburzenia. Niech wektor zaburzenia bedzie zdefiniowany jako réznica

miedzy dwiema poczgtkowo bliskimi trajektoriami:

8x(t) = ¢p¢(xo + 6x(0)) — P (xo)

Nalezy ponadto =zatozyé, ze =zaburzenie poczatkowe &x(0) jest

infinitezymalnie mate.

29 [14]
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Ewolucje zaburzenia mozna przedstawi¢ w przyblizeniu za pomocag

macierzy Jakobiego (podobnie jak dla metody opisanej w punkcie 2.4):
Sx(t + dt) = Dy (x(t)) * 6x(t)

gdzie @4:(x(t)) to macierz Jakobiego dla wektora stanu x(t); pozwala
ona na obliczenie jak zmieni sie zaburzenie wokét punktu x(t) w czasie

od t do t + dt.

Niech &x*(t) bedzie rzutem zaburzenia na kierunek odpowiadajgcy
najwiekszej wartosci witasnej macierzy @, (x(t)), ktéra oznaczona
bedzie jako m(t). Zgodnie z definicjg wartosci witasnych i
odpowiadajgcym ich kierunkow (opisanych przez wektory wiasne)

ewolucja tego wektora przebiega wedtug rownania:

d(5x' (1) *
T =m(t) * 6x*(t)

Po przeksztatceniu otrzymuje sie:

d(6x"(t))
dt
ox*(t)

Mnozgc licznik i mianownik lewej strony réwnania (skalarnie) przez

= m(t)

dx*(t) otrzymuije sie:

A @) 5,
l6x* (D12

= m(t)

Poniewaz z czasem wptyw mniejszych wartosci wtasnej maleje, m(t)
zbliza sie do wartosci LLE. Usredniona po czasie wartos¢ m(t) jest

wiec aproksymacjg najwiekszego wyktadnika Lapunowa w ukfadzie:
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[ m@ar= 2 AL 5
m(7)at =
(= to), S R TGl .

A= dt

Dla uktadu dyskretnego, wzor ten przyjmuje postacé:

1 % (8x™ — sx @D . 5x™
A= — E

nT L [|5x () ||2
l=

Obliczanie najwiekszego wykfadnika Lapunowa zgodnie z powyzszym
wzorem jest znacznie mniej kosztowne obliczeniowo, niz obliczenia za
pomocg wzoru przedstawionego w punkcie 2.4, gdyz unika sie

obliczania logarytmu.

Catkowanie numeryczne uktadéw réwnan rézniczkowych®

W wiekszosci przypadkow rozwigzania nieliniowych uktadow réwnan
rézniczkowych (np. uktadéw dynamicznych) nie mogg by¢ wyznaczone
w sposoOb analityczny. Aby poznaé przyblizone rozwigzanie, nalezy

uzy¢ odpowiednich metod numerycznych.

Catkowanie numeryczne zawsze daje rezultat przyblizony, obarczony
btedem. Btad ten ma dwa zrddta: btad metody i btagd zaokrgglenia. Btad
metody wynika z zasady dziatania wybranego algorytmu. Jest on
najczesciej proporcjonalny do (At)", gdzie At — dtugos¢ kroku
catkowania, r — rzad metody. Dla matych wartosci kroku catkowania
wydawatoby sie, ze korzystnie jest wybrac jak najwiekszy rzagd metody.
Metody wyzszych rzedow sg jednak bardziej skomplikowane,
wymagajg wiekszej ilosci obliczen, a przez to wiekszy jest dla nich btad

zaokraglenia. Podobna zasada wystepuje przy doborze kroku

%0 (3], s. 32-34, 145-147
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catkowania: zbyt duzy krok catkowania powoduje wzrost btedu metody,

zbyt maty — wzrost btedu zaokraglenia.

Dobor kroku catkowania zalezy przede wszystkim od wiasciwosci
analizowanego uktadu. W przypadku doboru rzedu metody, dobrym
kompromisem pomiedzy btedem metody a btedem zaokraglenia wydaje

sie zastosowanie metody Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4).

Jesli uktad dynamiczny dany jest rownaniem:
X = f(X), x(tO) = Xo

a takze dany jest poczatkowy stan uktadu x™, to stan tego ukfadu
x™*D po czasie At mozna przyblizyé metodg RK4 za pomocg

nastepujgcych wzordéw:

ky = f(x™) x At
1
k, =f(x<”> +E*k1)*At
1
ks =f<x(") +§*k2)*At

ky = f(x™ + ks) = At

1
x(n+1)=g*(k1+2*k2+2*k3+k4)

Powyzsze wzory podane sg w postaci dla uktadéw autonomicznych.
Nie jest to jednak ograniczenie, poniewaz zgodnie z p. 1.6 kazdy uktad
nieautonomiczny n-tego rzedu mozna przedstawi¢ jako uktad

autonomiczny rzedu n+1.
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Wyniki badan

Program do symulacji ukladu regulaciji
Jak juz wspomniano, uktad regulacji jest symulowany przez aplikacje

napisang w jezyku C#. Podstawg jej dziatania jest catkowanie za
pomocg metody RK4 uktadu rownan rozniczkowych opisujgcych ruch
wahadta (réwnania te wyprowadzono w p. 3.2). Po kazdym kroku
catkowania, na podstawie obliczonych wartosci kata 6, obliczany jest
sygnat wyjsciowy regulatora zgodnie ze wzorem z p 3.4. Na podstawie
sygnatu wyjsciowego regulatora, zgodnie ze wzorem obliczana jest
predkos¢ wobzka oraz przyspieszenie wozka. Nowe przyspieszenie
wozka jest przekazywane do nastepnego kroku procedury catkujgcej
uktad. Na podstawie sygnatu wyjsciowego obiektu regulacji (tzn. na
podstawie przebiegu sygnatu kata 6(t)) obliczane sg wartosci
przeregulowania, IAE, ISE oraz ITAE (definicje tych wskaznikéw jakosci
mozna znalez¢ w p. 2.1. W kazdym kroku catkowania obliczany jest
takze parametr m(t) (p. 3.5). Jego wartos¢ srednia jest obliczana co
peten okres drgan wahadta. Gdy wartos¢ Srednia stabilizuje sie,

przyjmuje sie jg jako przyblizenie najwiekszego wyktadnika Lapunowa.

Eksperyment

Eksperyment polegat na symulacji dziatania uktadu dla réznych nastaw
regulatora PID, tzn. dla réznych wartosci parametrow k,, T;, Tp. Dla
kazdego zestawu nastaw, na podstawie przebiegu sygnatu kata 6(t),
obliczane byty wartosci roznych wskaznikobw jakosci regulacii
przeregulowania oraz wskaznikow catkowych: 1AE, ISE, ITAE.
Obliczano takze warto$¢ najwiekszego wyktadnika Lapunowa.
Poréwnano, czy poszczegolne kryteria sg ze sobg zgodne, tzn. czy dla
nastaw dajgcych mniejszg wartos¢ najwiekszego wyktadnika Lapunowa
otrzymujemy takze mniejsze przeregulowanie i mniejsze wskazniki

catkowe. Porownano takze przebiegi dla nastaw, kitdére sg najlepsze
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zgodnie z typowymi kryteriami (przeregulowanie, IAE, ISE, ITAE) z
przebiegami dla nastaw, dla ktérych najwiekszy wyktadnik Lapunowa

osigga najmniejszg wartosc.

Parametry ukiadu, parametry procedury catkujacej, warunki
poczatkowe
W doborze parametréow uktadu wzorowano sie na istniejgcym,

przygotowywanym stanowisku z wahadtem odwrotnym.

Do obliczeh dynamiki preta wahadta przyjeto nastepujgce wartosci:
m
m=0,1kg; g = 9,815—2;1 = 0,115m; b = 0,0001N *m * s; I

— i 2 o~ -4 2
=13 * 0,1kg * (0,25m)“ == 5,2 * 10~*kg * m

Do symulaciji silnika przyjeto wartosci:

m/s
ks = 0,37; TO = 0,045

Przyjeto takze ograniczenia napiecia na silniku (rbwnego napieciu

wyjsciowemu regulatora), predkosci wozka oraz przyspieszenia wozka:

d*x

m
dt?

| t|<12V-|dx|<4 -
uOl = 12V || < 45 =

m
<ZOS—2

Zatozono, ze ukfad rozpoczyna prace przy warunkach poczatkowych:

o

(0) = 0(0) = 1° = ——rad; %,(0) = 6(0) = — = %
= = T g X = =5 180 s

Krok catkowania w procedurze RK4 wynosit 10~°. Zatozono ponadto,
ze wartos¢ wyktadnika Lapunowa jest ustabilizowana gdy przez 10
kolejnych okreséw drganh preta wahadta wartos¢ bezwzgledna réznicy

wartosci przyblizenia LLE nie przekracza 0,0001.

Parametry regulatora do symulacji dobrano tak, aby obserwowaé

przede wszystkim zachowanie ukfadu stabilnego bgdz na granicy
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stabilnosci. Symulacje przeprowadzono dla wszystkich mozliwych

kombinacji podanych ponizej wartosci parametréw k,,, T, Tp:
k, € {36,37,38}
T, € {0,05;0,06;0,07; ...; 0,50}
T, € {0;0,01; 0,02; ...; 0,20}

Wyniki

a) Najwiekszy wyktadnik Lapunowa a przeregulowanie

ge N

Przeregulowanie

[e»]

-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
Najwiekszy wyktadnik Lapunowa

@ Przeregulowanie

—— Linear (Przeregulowanie)

Rys. 7. Wykres zaleznosci przeregulowania od najwiekszego wykfadnika

Lapunowa dla wszystkich kombinacji parametrow k,,, T;, Tp

Powyzszy wykres wskazuje, ze nie istnieje prosta zaleznos¢ miedzy wartoscig
przeregulowania a wartoscig najwiekszego wykfadnika Lapunowa (choc linia
trendu wskazuje, ze statystycznie wraz ze wzrostem wartosci najwiekszego

wyktadnika Lapunowa rosnie takze przeregulowanie). Pozostaje pytanie, ktory
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wskaznik jakosci regulacji jest bardziej miarodajny, przeregulowanie czy
najwiekszy wyktadnik Lapunowa ? W tym celu przeanalizowano przebiegi dla
parametréw regulatora dajgcych najmniejsze przeregulowanie oraz dla
parametréw regulatora dajgcych najmniejszg wartos¢ najwiekszego wyktadnika

Lapunowa.

0,025

0,02

0,015

0,01

0,005

0 [rad]

0

0,005

0,01

-0,015

0,02
1[s]

Rys. 8. Przebieg sygnatu wyjsciowego obiektu regulacji dla nastaw k,, = 37;
T; = 0,26; Tp = 0,01, dla ktérych wartoSc¢ najwiekszego wyktadnika Lapunowa
jest najmniejsza (-3,491) przy przeregulowaniu 0,918. Przebieg ten
charakteryzuje sie takze najnizszymi wartosciami wskaznikow catkowych
(IAE=0,004; ISE=4,13E-05; ITAE=0,001)
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Rys. 9. Przebieg sygnatu wyjsciowego obiektu regulacji dla nastaw k,, = 36;
T, = 0,49; T, = 0,02, dla ktorych wartoS¢ przeregulowania jest najmniejsza

(0,630) przy przy warto$ci najwiekszego wyktadnika Lapunowa -0,341

Poréwnujgc wykresy na rys. 8 i rys. 9 mozna zauwazyC, ze przy doborze
nastaw regulatora wedlug minimalnej wartosci najwiekszego wyktadnika
Lapunowa, juz po okoto 2,5 s od rozpoczecia symulacji uktad powrocit do stanu
rownowagi. Z kolei przy doborze nastaw regulatora wedtug najmniejszej
wartosci przeregulowania po 5 sekundach uktad nadal nie powrdécit do stanu
rownowagi, trwajagc w bardzo wolno gasngcych drganiach. Wynika to z faktu,
ze przeregulowanie liczy sie tylko na podstawie pierwszych dwdch ekstremow

sygnatu wyjsciowego obiektu regulaciji.
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b) Najwiekszy wyktadnik Lapunowa a kryteria catkowe (IAE, ISE, ITAE)

022
Uo

J T
|
|
0.25
015
g 01 ¢ |AE
0 ——Linear (IAE)
st e o *
4 5 3 25 2 1.5 1 ( FC 05 (i)} 0!5
1
015

Najwiekszy wyktadnik Lapunowa

Rys. 10. Wykres zaleznosci IAE od najwiekszego wyktadnika Lapunowa dla

wszystkich kombinacji parametrow k,,, T;, Tp

[E5Y

[NEY
&
m
(e»)
N

3 & |ISE

ISE
P
m
(en]

——Linear (ISE)

m
(en]

Pan)
D

Najwiekszy wyktadnik Lapunowa

Rys. 11. Wykres zaleznosci ISE od najwiekszego wyktadnika Lapunowa dla

wszystkich kombinacji parametrow k,,, T;, Tp
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ITAE

¢ ITAE

—— Linear (ITAE)

"¢
-4 -35 35/2/2

o)
g

RSy

Najwiekszy wyktadnik Lapunowa

Rys. 12. Wykres zaleznosci ITAE od najwiekszego wyktadnika Lapunowa dla

wszystkich kombinacji parametrow k,, T;, Tp

Obserwujgc wykresy 10, 11 i 12 mozna zauwazy¢, ze catkowe wskazniki
jakosci regulacji sg generalnie zgodne z kryterium opartym na najmniejszej
wartosci najwiekszego wyktadnika Lapunowa, gdyz wraz ze wzrostem wartosci
wyktadnika rosng tez wartosci wskaznikow catkowych. Co wiecej, wedtug
wszystkich trzech kryteriow catkowych, optymalne nastawy regulatora
odpowiadajg nastawom wyznaczonym za pomocg kryterium najmniejszej
wartosci najwiekszego wyktadnika Lapunowa (Rys. 8). Nalezy jednak zwrdcic
uwage na charakterystyczng wtasciwos¢ powyzszych wykreséw. Dla
wszystkich kryteriow catkowych, na duzym przedziale wartosci najwiekszego
wyktadnika Lapunowa (od okoto -3,5 do okoto -0,5) wartos¢ kryteriow
catkowych zmienia sie bardzo powoli, natomiast dla wartosci najwiekszego
wyktadnika Lapunowa bliskiej 0 obserwujemy wiele réznych wartosci kryteriow
catkowych. Aby wyjasni¢ powdd tego zjawiska, nalezy przeanalizowaé kilka
przebiegéw.
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Rys. 13. Przebieg sygnatu wyjsciowego obiektu regulacji dla nastaw k,, = 37;
T; = 0,36; Tp = 0,07, dla ktérych warto$¢ wszystkich wskaznikow catkowych
Jest najwieksza (IAE=0,306; ISE = 0,011; ITAE= 1,537) przy wartosci
najwiekszego wyktadnika Lapunowa 0,003
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0,015
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-0,005 - _]

-0,01 -
AL

-0,015

t[s]

-0,02

Rys. 14. Przebieg sygnatu wyjsciowego obiektu regulacji dla nastaw k,, = 37;
T; = 0,23; Tp = 0,02, dla ktérych wartos¢ wskaznikow catkowych wynosi
IAE = 0,079, ISE= 0,001, ITAE=0,390 przy wartosci najwiekszego wyktadnika
Lapunowa 0,015
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Na podstawie rys. 13 i rys. 14 mozna zaobserwowaC dwa przebiegi sygnatu
wyjsciowego uktadu na granicy stabilnosci. Dla przebiegu z rys. 13 wskazniki
catkowe osiggajg kilkukrotnie wyzsze wartosci niz dla przebiegu z rys. 14, tylko
dlatego, ze drgania niegasngce majg na tym przebiegu wyzszg amplitude, niz
na przebiegu z rys. 14. Z drugiej strony, wartos¢ najwiekszego wykfadnika

Lapunowa dla obu przebiegéw pozostaje bliska zeru.

0,025

0,02

0,015

0,01

0,005 ¥ |

B[rad]

Illlilllliiiillﬁlll ll\.lll||l\‘IIIIIIIIII\‘\‘IIIII\w!_!_.l..l.

WHHWmmmr,ﬂ,mm..

-0,005

| % e
-0,01 +

-0,015
1[s]

Rys. 15. Przebieg sygnatu wyjsciowego obiektu regulacji dla nastaw k,, = 36;
T; = 0,35; Tp = 0,02, dla ktdrych wartos¢ wskaznikow catkowych wynosi
IAE = 0,014; ISE=8,17E-05; ITAE=0,026 przy warto$ci najwiekszego
wyktadnika Lapunowa -0,516

Poréwnujgc rys. 8 z rys. 15 mozna zaobserwowac, ze dla dwdch przebiegow
réznigcych sie znacznie jakoscig regulacji (w pierwszym wypadku czas
regulacji to mniej niz 2,5 s, w drugim ponad 5 s) réznice wartosci wskaznikow
catkowych sg niewielkie. Z drugiej strony, réznica wartosci najwiekszego

wyktadnika Lapunowa jest znaczna (-3,491 dla rys. 7 i -0,516 dla rys. 14).
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Whnioski

a) Najwiekszy wyktadnik Lapunowa a przeregulowanie

Na podstawie wykresu z Rys. 6 mozna stwierdzi¢, ze ocena jakosci regulacji za
pomocg pomiaru przeregulowania moze dawa¢ w ogolnym przypadku inne
rezultaty, niz ocena jakosci regulacji za pomocg najwickszego wyktadnika
Lapunowa. Poréwnujgc wykresy 7 i 8 mozna dojs¢ do wniosku, ze ocena jakosci
regulacji za pomocg najwiekszego wykfadnika Lapunowa jest bardziej przydatna,
gdyz najwiekszy wyktadnik Lapunowa opisuje szybkoS¢ wygaszania drgan na
szerokim przedziale czasu, a nie tylko dla pierwszych dwoch ekstreméw sygnatu
wyjsciowego obiektu regulacji. Jest to szczegodlnie istotne w przypadku obiektow

silnie oscylacyjnych, takich jak wahadto odwrotne.

Nalezy jednak pamietac, ze przeregulowanie jest o wiele prostszym wskaznikiem
regulacji niz najwiekszy wyktadnik Lapunowa. W przypadku, gdy nie dysponujemy
modelem obiektu regulacji, a jedynie rzeczywistym uktadem, sprawdzanie

przeregulowania jest z calg pewnoscig mniej ktopotliwe.

b) Najwiekszy wyktadnik Lapunowa a kryteria catkowe

Zgodnie z wykresami z rys. 9, 10 i 11 ocena jakosci regulacji za pomocg
najwiekszego wyktadnika Lapunowa jest w duzej mierze zbiezna z oceng jakosci
regulacji za pomocg wskaznikow catkowych. Jednak analizujgc przebiegi z rys.
12, 13, 7 i 14 mozna przekonac sie, ze kryteria catkowe posiadajg istotne wady,
ktére nie wystepujg przy ocenie jako$ci regulacji za pomocg najwiekszego
wyktadnika Lapunowa. Kryteria catkowe, mierzgc pola pod wykresami sygnatow,
zmieniajg sie przede wszystkim ze wzgledu na amplitude sygnatu, podczas gdy
warto$¢ najwiekszego wyktadnika Lapunowa spada wraz z szybkoscig zanikania
drgan. Poniewaz to szybkos¢ wygaszania drgan, a wiec likwidacji uchybu, jest
najwazniejszg cechg dobrego uktadu regulacji, mozna sgdzi¢, ze najwiekszy
wyktadnik Lapunowa jest lepszym kryterium oceny jakosci regulacji, niz wskazniki

catkowe.
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Warto wspomnieC, ze obliczanie najwiekszego wyktadnika Lapunowa metodg
uzytg w tej pracy nie jest duzo bardziej kosztowne obliczeniowo niz obliczanie

kryteriow catkowych. Wymaga jednak, aby analizowany uktad byt obserwowalny.

Najwazniejszym wnioskiem z ponizszej pracy wydaje sie fakt, ze narzedzi
dynamiki nieliniowej mozna z powodzeniem stosowac¢ do uktadéw automatycznej
regulacji. Jest to tym istotniejsze, ze wiekszos¢ rzeczywistych obiektéw regulaciji
jest nieliniowa, przez co standardowa, liniowg teorie sterowania stosowa¢ mozna

jedynie w przyblizeniu.
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